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Ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äèíàìèêè ðàñïîëîæåííûõ
â æèäêîñòè â ëèíèþ êàâèòàöèîííûõ ïóçûðüêîâ ïðè èõ îäíîêðàòíîì ñèëüíîì ñîâìåñòíîì
ðàñøèðåíèè-ñæàòèè â ïó÷íîñòè äàâëåíèÿ èíòåíñèâíîé ñòîÿ÷åé àêóñòè÷åñêîé âîëíû. Äàí-
íàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî÷åòàíèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñëàáîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè (ñ ïðèáëèæåííûì ó÷åòîì åå âÿçêîñòè è ñæè-
ìàåìîñòè, â ïðåäïîëîæåíèè ãîìîáàðè÷íîñòè ïóçûðüêîâ) è ïîëíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
ìîäåëè äèíàìèêè îäèíî÷íîãî ñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà (ñ ó÷åòîì íåñòàöèîíàðíîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè â ïàðå è æèäêîñòè, íåðàâíîâåñíûõ èñïàðåíèÿ-êîíäåíñàöèè, ñ ïðèìåíåíèåì
øèðîêîäèàïàçîííûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, ïîñòðîåííûõ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì).
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êàâèòàöèîííûé ïóçûðåê, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïó-
çûðüêîâ, äåôîðìàöèÿ ïóçûðüêîâ, ñèëüíîå ñæàòèå ïóçûðüêîâ.
1. Ââåäåíèå
Òàêèå ÿâëåíèÿ êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ îäíîïóçûðüêîâàÿ ñîíîëþìèíåñöåíöèÿ [1] ñâè-
äåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âíóòðè ïàðîãàçîâûõ ïóçûðüêîâ ïðè èõ ñèëüíîì ñæà-
òèè â æèäêîñòè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òåìïåðàòóðû äî äåñÿòêîâ òûñÿ÷ ãðàäóñîâ.
Ýòî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ êàê äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ ïðèëîæåíèé.
Êàê ïðàâèëî ïðè òåîðåòè÷åñêîì îïèñàíèè äèíàìèêè ïóçûðüêîâ ïðè èõ ñèëüíîì
ðàñøèðåíèè-ñæàòèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîõðàíåíèå ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ïóçûðüêà, ÷òî
âïîëíå âîçìîæíî äëÿ îäèíî÷íîãî ïóçûðüêà (êîãäà ïîáëèçîñòè íåò äðóãèõ ïóçûðü-
êîâ) [1]. Îäíàêî âî ìíîãèõ âàæíûõ ÿâëåíèÿõ ÷èñëî ïóçûðüêîâ, âîâëå÷åííûõ â
ïðîöåññ ñîâìåñòíîãî ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ, î÷åíü âåëèêî. Ïðè ýòîì ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà èõ ïîâåäåíèå.
Â ðàáîòå [2] âïåðâûå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ íà èõ äèíàìèêó íà ðåæèìå ñèëü-
íîãî ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ. Ïðè ýòîì ó÷åò âëèÿíèÿ ñèëüíîãî ïîâûøåíèÿ ïëîòíîñòè
ïàðà â ôèíàëå ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ ïðîèçâîäèòñÿ â ýòîé ìîäåëè âåñüìà ïðèáëèæåííî.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ñëàáîíå-
ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ â õîäå èõ ñèëüíîãî ñîâìåñòíîãî ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ, â êî-
òîðîé áîëåå òî÷íî, ÷åì â ðàáîòå [2], ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå ñæàòîãî ïàðà âíóòðè
ïóçûðüêîâ. Çäåñü, êàê è â [2], ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïóçûðü-
êè ðàñïîëîæåíû â ëèíèþ (â âèäå êîìåòîîáðàçíîãî ñòðèìåðà), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îñüþ ñèììåòðèè çàäà÷è. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî÷åòàíèå äâóõ
ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàäèÿõ ñèëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ. Ïåðâàÿ èç íèõ, ìîäåëü äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñëàáîíåñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîñòü
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äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ïðåíåáðåãàåòñÿ ïðîöåññàìè òåïëîïðîâîäíîñòè è èñïàðåíèÿ-
êîíäåíñàöèè íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå, èñïîëüçóåòñÿ íà íèçêîñêîðîñòíûõ ðàñøèðå-
íèè è íà÷àëå ñæàòèÿ ïóçûðüêà. Â êà÷åñòâå âòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ïîëíàÿ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè êàê ïàðà, òàê è æèäêîñòè, ó÷èòûâàåòñÿ
íåñòàöèîíàðíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü â ïàðå è æèäêîñòè, íåðàâíîâåñíûå èñïàðåíèå
è êîíäåíñàöèÿ íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå, ïðèìåíÿþòñÿ øèðîêîäèàïàçîííûå óðàâ-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Òàêîå ñî÷åòàíèå
îêàçàëîñü âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â ôèíàëüíîé âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè
ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè íà èõ äèíàìèêó ñòàíîâèò-
ñÿ íåñóùåñòâåííûì.
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà ðàñïîëîæåííûõ â æèäêîñòè â ëèíèþ (â âèäå êîìå-
òîîáðàçíîãî ñòðèìåðà) êàâèòàöèîííûõ ïóçûðüêîâ ïðè èõ ñîâìåñòíîì îäíîêðàòíîì
ñèëüíîì ðàñøèðåíèè-ñæàòèè. Öåíòðû ïóçûðüêîâ ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé,
ÿâëÿþùåéñÿ îñüþ ñèììåòðèè çàäà÷è
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïóçûðüêè íàõîäÿòñÿ â ïó÷íîñòè èíòåíñèâíîé
óëüòðàçâóêîâîé ñòîÿ÷åé âîëíû ñ äàâëåíèåì p1 , èçìåíÿþùèìñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó
çàêîíó
p1 = p0   pa sin (!t+ '0) ;
ãäå t  âðåìÿ, pa , !  àìïëèòóäà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé, p0  ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå,
'0  ôàçà êîëåáàíèé ïðè t = 0 . Â ôàçå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ æèä-
êîñòè ïóçûðüêè, íà÷àëüíûé ðàçìåð êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêèõ ìèêðîí,
óâåëè÷èâàþòñÿ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà ìèëëèìåòðà. Â ôàçå ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé
äàâëåíèÿ æèäêîñòè ïóçûðüêè ñòðåìèòåëüíî ñæèìàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïóçûðüêè â õîäå ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïåðåìåùàþòñÿ âäîëü îñè ñèììåòðèè è
äåôîðìèðóþòñÿ.
Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ri = Ri (t) +
NX
n=2
ani (t)Pn (cos i):
Çäåñü i  íîìåð ïóçûðüêà (1  i  K , K  ÷èñëî ïóçûðüêîâ â ñòðèìåðå), ri , i
 ðàäèàëüíàÿ è øèðîòíàÿ êîîðäèíàòû ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ñ íà÷àëîì â
öåíòðå i -ãî ïóçûðüêà, Ri  ðàäèóñ i-ãî ïóçûðüêà, ani  àìïëèòóäà (ñî çíàêîì)
îòêëîíåíèÿ ôîðìû îò ñôåðè÷åñêîé â âèäå îñåñèììåòðè÷íîé ñôåðè÷åñêîé ãàðìî-
íèêè  ïîëèíîìà Ëåæàíäðà Pn ñòåïåíè n îò cos i , N  ìàêñèìóì ñðåäè íîìåðîâ
ãàðìîíèê, îïðåäåëÿþùèõ íåñôåðè÷íîñòü ïóçûðüêîâ. Îòêëîíåíèÿ ôîðìû ïóçûðü-
êîâ îò ñôåðè÷åñêîé ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, òàê ÷òî j"nij  1 , ãäå "ni = ani=Ri 
áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòóäà (ñî çíàêîì) îòêëîíåíèÿ.
3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íèçêîñêîðîñòíîé ñòàäèè
ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ
Íà íèçêîñêîðîñòíîé íàèáîëåå ïðîäîëæèòåëüíîé ñòàäèè ñîâìåñòíîãî
ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âñþ ôàçó ðàñøèðåíèÿ è ñëå-
äóþùóþ çà íåé áîëüøóþ ÷àñòü ôàçû ñæàòèÿ, èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü äèíàìèêè
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ, â êîòîðîé íåêîòîðûå ýôôåêòû â ñèëó èõ ìà-
ëîé çíà÷èìîñòè íå ó÷èòûâàþòñÿ èëè ó÷èòûâàþòñÿ ïðèáëèæåííî. Â ÷àñòíîñòè,
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà íèçêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ ýôôåê-
òû òåïëîïðîâîäíîñòè è èñïàðåíèÿ-êîíäåíñàöèè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äàâëåíèå â
ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÍÛÕ Â ËÈÍÈÞ ÊÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ 3
ïóçûðüêàõ pv íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äàâëåíèÿ íàñûùåíèÿ ps(T0) , ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî òåìïåðàòóðå îêðóæàþùåé æèäêîñòè T0 . Ïîýòîìó âëèÿíèå ýòèõ ýôôåê-
òîâ ìîæíî ïðèáëèæåííî ó÷åñòü, åñëè ïðèíÿòü pi = pv = ps(T0) , ÷òî è äåëàåòñÿ â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè ìîäåëèðîâàíèè íèçêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ
ïóçûðüêîâ.
Â ðàìêàõ óêàçàííûõ äîïóùåíèé äèíàìèêà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ðà-
äèóñîâ ïóçûðüêîâ Ri , êîîðäèíàò èõ öåíòðîâ íà îñè ñèììåòðèè zi è àìïëèòóä îò-


































































































































































































_ami + 2 _Ri"mi






































+  ni: (3)
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Çäåñü òî÷êà ñâåðõó è øòðèõ îçíà÷àþò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, dij = jzi   zj j 
ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè i -ãî èj -ãî ïóçûðüêîâ, mn  ñèìâîë Êðîíåêåðà,
B0i =  R2i _Ri , sij = (zi   zj) =dij , n;k1& = nk1& + 1& , n;k1& = nk1&   1& ,
1& = [ ( + 1) + 2  & (& + 1)]1&=2 , 1& = 2&+12
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1  2P ()P& () d;  0i ,  1i ,  ni , i ,  ïîïðàâêè, ó÷èòûâàþùèå âëè-
ÿíèå âÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî [2].
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (1)-(3) ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíîé 5 ïî ñðàâíåíèþ ñ 1
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ãäå  = maxij [(Ri +Rj)=dij ] . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (1)-
(3) ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè íå î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ïóçûðüêàìè, êîãäà
5 < 10 3 èëè h=(2R) > 103=5   1  3 , ãäå R , h  õàðàêòåðíûå ðàäèóñ ïóçûðüêîâ
è ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ ïîâåðõíîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî.
4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèÿ
ïóçûðüêîâ
Â ôèíàëüíîé âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëå-
íèå ïàðàìåòðîâ ïàðà â ïóçûðüêàõ ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå íåîäíîðîäíûì, âíóòðè ïó-
çûðüêîâ ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ ðàäèàëüíî ñõîäÿùèåñÿ óäàðíûå âîëíû. Êðîìå òîãî,
íà ïðîöåññ ñæàòèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå òàêèå ýôôåêòû êàê ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè,
íåñòàöèîíàðíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü â ïàðå è æèäêîñòè, íåðàâíîâåñíûå èñïàðåíèå è
êîíäåíñàöèÿ íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè. Â òî æå âðåìÿ, çà ñ÷åò ñèëüíîãî óìåíüøå-
íèÿ ðàäèóñîâ (òî÷íåå, óìåíüøåíèÿ îòíîøåíèÿ Ri=dij ) â ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ
âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïóçûðüêàìè ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Ïîýòî-
ìó ïðè îïèñàíèè ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïóçûðüêàìè
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.
Ñðàâíåíèå èçìåíåíèÿ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ â ñòðèìåðå è îäèíî÷íîãî íåïîäâèæ-
íîãî ïóçûðüêà ïîêàçàëî, ÷òî íà íåãî íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ ïîñòó-
ïàòåëüíîå äâèæåíèå ïóçûðüêîâ è èõ ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ â ñèëó îãðîìíûõ ñêîðîñòåé
èõ ñæàòèÿ. Ïîýòîìó ðàäèàëüíîå äâèæåíèå ïóçûðüêîâ îïèñûâàåòñÿ áåç ó÷åòà âëèÿ-
íèÿ èõ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è äåôîðìàöèé ïóçûðüêîâ. Òàêæå ïîëàãàåòñÿ,
÷òî â ñèëó ìàëîñòè äåôîðìàöèé ïóçûðüêà è èç-çà çíà÷èòåëüíîãî ïðåâûøåíèÿ
ðàäèàëüíîé ñêîðîñòüþ ïóçûðüêà ñêîðîñòè åãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òàêèå
ýôôåêòû, êàê ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè, íåîäíîðîäíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ â ïàðå ñóùåñòâåííî âëèÿþò ëèøü íà èçìåíåíèå ðàäèóñà ïóçûðüêîâ ïðè åãî
ñèëüíîì ñæàòèè. Ïðè îïèñàíèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïóçûðüêîâ è èñêàæåíèÿ
èõ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ýòè ýôôåêòû íå ó÷èòûâàþòñÿ.
Äëÿ îïèñàíèÿ ñôåðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ è ïàðà, è æèäêîñòè èñ-




























Çäåñü   ïëîòíîñòü, w  ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè w , p  äàâëå-
íèå, e = U + w2=2  óäåëüíàÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, U  óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,
T  òåìïåðàòóðà,  - êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÍÛÕ Â ËÈÍÈÞ ÊÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ 5
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âäàëè îò ïóçûðüêà (r ! 1) è íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè
(r = R) èìåþò âèä [3,4]:
r !1 : p = p1; T = T1;























= jl(pg); Tl = Tg;
(5)
ãäå l  êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè æèäêîñòè,   êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íà-
òÿæåíèÿ, l  òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ, j  èíòåíñèâíîñòü ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé
(ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ïîâåðõíîñòè). Íèæíèå
èíäåêñû l è g óêàçûâàþò íà îòíîøåíèå ê æèäêîñòè è ïàðó ñîîòâåòñòâåííî. Èí-
òåíñèâíîñòü ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé j îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ãåðöà-Êíóäñåíà-
Ëåíãìþðà [4].
Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè è ïàðà [4] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó ïîòåí-
öèàëüíûõ p(p) , U (p) è òåïëîâûõ p(T) , U (T) êîìïîíåíò äàâëåíèÿ p è âíóòðåííåé
ýíåðãèè U è êîíñòàíòû U (ch) â âûðàæåíèè äëÿ U
p(; T ) = p(p)() + p(T)(; T ); U(; T ) = U (p)() + U (T)(T ) + U (ch): (6)
Äëÿ îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííûé ïîòåíöèàë
Áîðíà-Ìàéåðà [5]. Òåïëîâûå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè











Òåïëîåìêîñòè cV æèäêîñòè è ïàðà ïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
âûðàæåíèé (4)-(7) áåðóòñÿ èç [5].
Äåôîðìàöèÿ êàæäîãî èç ïóçûðüêîâ è åãî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå â ôèíàëü-
íîé âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè åãî ñæàòèÿ îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (2), (3) îò-
áðàñûâàíèåì ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ çà âçàèìîäåéñòâèå ïóçûðüêîâ (ò.å. çàìåíîé
dij !1) è â êîòîðûõ çàêîíû èçìåíåíèÿ R âõîäÿò â êà÷åñòâå èçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4)-(7).
Òàêèì îáðàçîì, íà íàèáîëåå ïðîäîëæèòåëüíîé íèçêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñîâìåñò-
íîãî ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âñþ ôàçó ðàñøèðåíèÿ è
ñëåäóþùóþ çà íåé áîëüøóþ ÷àñòü ôàçû ñæàòèÿ, èñïîëüçóåòñÿ îäíà ìîäåëü (ìî-
äåëü äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ), à íà âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè èõ
ñæàòèÿ  äðóãàÿ (ìîäåëü äèíàìèêè îäèíî÷íîãî ñëàáîíåñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà).
5. Ìåòîäèêà ðàñ÷¼òà
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)-(3) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ Ri , _Ri , zi , _zi ,
ani , _ani ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî âûñîêîòî÷íûì ìåòîäîì Äîðìàíà-Ïðèíñà ñ àâòîìàòè-
÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ [6], à ðåøåíèå ñèñòåìû (4)-(7) îòûñêèâàåòñÿ
ìåòîäîì Ãîäóíîâà Ñ.Ê. ñ ïðèìåíåíèåì ïîäâèæíîé ñåòêè, íåðàâíîìåðíîé è â ïàðå
è â æèäêîñòè ñî ñãóùåíèåì ê ìåæôàçíîé ãðàíèöå [7].
Åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ñòûêîâêè ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé âûãëÿ-
äèò ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1)-(3) â êîíöå íèçêîñêîðîñòíîé
ñòàäèè ñæàòèÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ óðàâíåíèé (4)-(7), ÷òî è äåëàåòñÿ
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â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Îäíàêî ôèíàëüíàÿ ñòàäèÿ ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ ñèëüíî çàâèñèò
îò òîãî, êàêîâà â ìîìåíò ïåðåõîäà îò îäíîé ìîäåëè ê äðóãîé ìàññà ïàðà â ïóçûðüêå,
êàêîâû ïîëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ïóçûðüêå è â îêðóæàþùåé æèäêî-
ñòè. Â ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ ýôôåêòû èñïàðåíèÿ-êîíäåíñàöèè â
êîíöå íèçêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ãðóáî, à òåïëîïðîâîäíîñòü ïà-
ðà è æèäêîñòè è íåîäíîðîäíîñòü äàâëåíèÿ ïàðà âîîáùå íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïîýòîìó
äëÿ êîððåêòíîãî ïåðåõîäà îò îäíîé ìîäåëè ê äðóãîé ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðå-
äåëíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ïóçûðüêå è â îêðóæàþùåé æèäêîñòè
äîïîëíèòåëüíî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî îäíîìåðíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè îäè-
íî÷íîãî ïóçûðüêà (4)-(7) â ïðîöåññå âñåé ñòàäèè ñæàòèÿ ïóçûðüêà. Âõîäíûìè äàí-
íûìè â ýòèõ ðàñ÷åòàõ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ñôåðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ðåøåíèÿ,
âû÷èñëåííîãî ïî ìîäåëè äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ íà ìîìåíò èõ
ìàêñèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ.
6. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêðàòíîå ñèëüíîå ðàñøèðåíèå-ñæàòèå êàâèòàöèîííûõ ïó-
çûðüêîâ â âîäå ïðè òåìïåðàòóðå T0 = 20
C, ñòàòè÷åñêîì äàâëåíèè p0 = 1 áàð.
Äàâëåíèå â ïó÷íîñòè ñòîÿ÷åé âîëíû p1 èçìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ! = 226:5 êÃö è
àìïëèòóäîé pa = 5 áàð. Ôàçà êîëåáàíèé äàâëåíèÿ p1 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ðàâ-
íà '0 = =2 . Â ýòîò ìîìåíò äàâëåíèå æèäêîñòè p1 ìèíèìàëüíî è ðàâíî  4 áàð.
Äàâëåíèå ïàðà pi â ïóçûðüêàõ ðàâíî pS(T0)  0:024 áàð. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæå-
íèå  = (T0) = 0:0729 Í/ì, âÿçêîñòü æèäêîñòè  = (T0) = 0:001 Í  ñ/ì2 ,
ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè c0 = 1481 ì/ñ, ïëîòíîñòü æèäêîñòè 0 = 998:2 êã/ì
3 .
Ïðè t = 0 ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïóçûðüêîâ _zi = 0 ,
àìïëèòóäû îòêëîíåíèÿ èõ ôîðìû îò ñôåðè÷åñêîé ani = 0 (åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå), ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ àìïëèòóä íåñôåðè÷íîñòè _ani = 0 , ðàäèóñû ïóçûðüêîâ
Ri = R0 = 5 ìêì (ðåçóëüòàòû ïðè R0 < 5 ìêì ðàçëè÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííî), ñêî-
ðîñòü èõ èçìåíåíèÿ _Ri = _R0 = 0 . Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ ïóçûðüêîâ
â ñòðèìåðå â íà÷àëå ðàñøèðåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè d0 = d0=Dmax , ãäå d0 
ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, Dmax  300 ìêì  õàðàêòåðíûé äèàìåòð ïóçûðüêîâ â ìîìåíò
èõ ìàêñèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ.
Ðèñ. 1. (a)  èçìåíåíèå ðàäèóñà ïóçûðüêîâ â ñòðèìåðå èç ñåìè ïóçûðüêîâ ïðè d0 = 11 è
pa = 5 áàð (1  êðàéíèå, 2  öåíòðàëüíûé) ïî ìîäåëè (1)-(3) è äàâëåíèÿ p1 (3 ) ïðè
ðàñøèðåíèè-ñæàòèè ïóçûðüêîâ; (b)  èçìåíåíèå ðàäèóñà öåíòðàëüíîãî ïóçûðüêà (2 ) ïî
ìîäåëè (1)-(3) ïðè pa = 5 áàð íà ñòàäèè åãî ñæàòèÿ è îäèíî÷íîãî ïóçûðüêà ïî ìîäåëè
(4)-(7) îò òîãî æå ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà ïðè pa = 4:3 áàð (4 ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ
äàâëåíèé p1 (3, 5 ); òî÷êà  ìîìåíò _R =  200 ì/ñ; êðóæîê  ìîìåíò R = Rc .
Ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå ðàäèóñîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êàâèòàöèîííûõ
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ïóçûðüêîâ ïðè èõ ñèëüíîì ðàñøèðåíèè-ñæàòèè â ðàìêàõ ìîäåëè (1)-(3). Òî÷êîé ïî-
êàçàí ìîìåíò, êîãäà ñêîðîñòü _R  200 ì/ñ, ïîñëå êîòîðîãî âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ
ïóçûðüêîâ íà èõ äèíàìèêó ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Ðàäèóñû âñåõ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ïóçûðüêîâ â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ îêàçûâàþòñÿ î÷åíü áëèçêè-
ìè, à ðàäèóñû âíóòðåííèõ ïóçûðüêîâ (áåç êðàéíèõ) ãðàôè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ
(ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ 2 ). Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííîé ÷èñëåííîé ìåòîäèêå, ñèñòåìà
(4)-(7) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â îäèíî÷íîì ïóçûðüêå â ïðîöåññå âñåãî ñæàòèÿ îò Rm . Äëÿ
ñðàâíåíèÿ íà ñòàäèè ñæàòèÿ ïðèâåäåíî èçìåíåíèå ðàäóñà äëÿ îäèíî÷íîãî ñôåðè-
÷åñêîãî ïóçûðüêà (àíàëîãè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ðàçìåðîâ), ïîëó÷åííîå ïî ìîäåëè
(4)-(7) ïðè íåñêîëüêî ìåíüøåì çíà÷åíèè pa äëÿ ëó÷øåãî ñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ (ïðè îäíîì è òîì æå âíåøíåì âîçáóæäåíèè ñæàòèå îäèíî÷íîãî ïóçûðüêà õîòü
è íåçíà÷èòåëüíî, íî âñå æå îòëè÷àåòñÿ îò ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ â ñòðèìåðå). Êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 1b ïðè pa = 4:3 áàð èçìåíåíèå ðàäèóñà îäèíî÷íîãî ïóçûðüêà
ïðè ñæàòèè ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò èçìåíåíèÿ ðàäèóñîâ âñåõ âíóòðåííèõ
ïóçûðüêîâ.
Íà ðèñ. 2 ïðîèëëþñòðèðîâàíà çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèé ïóçûðüêîâ îò èõ âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ â ñòðèìåðå ïðè îïèñàíèè èõ ñèëüíîãî ñîâìåñòíîãî ðàñøèðåíèÿ-
ñæàòèÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèé (1)-(3). Ñæàòèå ïóçûðüêà îãðàíè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèåì
Rc=Rm = 0:02 , ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî ýêñòðåìàëüíîå ñæàòèå ñðåäû â êàâèòà-
öèîííîì ïóçûðüêå ïðè îïèñàíèè åãî ñõëîïûâàíèÿ â ðàìêàõ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(4)-(7) (êðèâàÿ 4 íà ðèñ. 1). Îòìåòèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ j"nij > 0:3 ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ìîãóò èìåòü áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü.
Ðèñ. 2. Äåôîðìàöèÿ ïóçûðüêîâ â ñòðèìåðå èç ñåìè ðàâíîîòñòîÿùèõ ïóçûðüêîâ ïî
ãàðìîíèêàì ñ íîìåðàìè n = 2 (êðèâûå 1,2 ), 3 (êðèâûå 3 ), 4 (êðèâûå 4 ) ïðè d0 = 11 (1
 öåíòðàëüíûé ïóçûðåê, 2 -4  êðàéíèå), ïðè èõ ðàñøèðåíèè-ñæàòèè (a) (âåðòèêàëüíàÿ
øòðèõîâàÿ ëèíèÿ  ãðàíèöà ìåæäó ðàñøèðåíèåì è ñæàòèåì) è òîëüêî íà ñòàäèè èõ
ñæàòèÿ (b).
Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî öåíòðàëüíûé ïóçûðåê äåôîðìèðóåòñÿ òîëüêî ïî ãàðìîíè-
êå ñ íîìåðîì n = 2 , òîãäà êàê áîêîâûå  ïî âñåì ãàðìîíèêàì, ïðè÷åì öåíòðàëüíûé
ïóçûðåê äåôîðìèðóåòñÿ ñèëüíåå áîêîâûõ â ïðîöåññå èõ ðàñøèðåíèÿ, íî ñóùåñòâåí-
íî ñëàáåå ïðè èõ ñæàòèè. Âêëàä èñêàæåíèé ñôåðè÷íîñòè áîêîâûõ ïóçûðüêîâ â âèäå
îòäåëüíûõ ãàðìîíèê ñ ðîñòîì n óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ýòîì ïðè R=Rm < 0:3 âñå ïó-
çûðüêè ñæèìàþòñÿ óæå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
×òî êàñàåòñÿ êðàéíåãî ïóçûðüêà, òî ê êîíöó ñæàòèÿ âåëè÷èíà j"nij äëÿ âñåõ
n îêàæåòñÿ áëèçêîé ê åäèíèöå, ÷òî ãîâîðèò î âîçìîæíîì ðàçðóøåíèè ïóçûðü-
êà. È õîòÿ ïðè j"nij > 0:3 äëÿ áîêîâîãî ïóçûðüêà ðåçóëüòàòû óæå ìîãóò áûòü
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íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè, íà îñòàëüíûå ïóçûðüêè ýòî íå âëèÿåò.
Ïðèìåíåíèå ïîëíîé ìîäåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû ñ ïåðåõîäîì îò ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (1)-(3) ê (4)-(7) è (2),(3), ãäå ïðåíåáðåãàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ïóçûðüêîâ,
ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå öåíòðàëüíîãî ïóçûðüêà ñ íîìåðîì i = 4 è áëè-
æàéøèõ ê íåìó ïóçûðüêîâ ñ íîìåðàìè i = 3; 5 . Äëÿ ýòèõ ïóçûðüêîâ ñ çàïàñîì
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå j"nij < 0:3 (ïðè R > Rc ). Ïðè ýòîì â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè öåíòðàëüíûé ïóçûðåê óæå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì, à çàäàåòñÿ
íà÷àëüíîå èñêàæåíèå ðàâíîå 10 2 ïî êàæäîìó èç íîìåðîâ ãàðìîíèêè n . Íåíó-
ëåâîå íà÷àëüíîå èñêàæåíèå ïîçâîëÿåò óâèäåòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ èñêàæåíèÿ íå
òîëüêî ïî ãàðìîíèêå ñ íîìåðîì 2, íî è âñåì îñòàëüíûì.
Ðèñ. 3. Äåôîðìàöèÿ ïðè ñæàòèè öåíòðàëüíîãî (a) è áëèæàéøåãî ó íåìó (b) ïóçûðüêîâ â
ñòðèìåðå èç ñåìè ïóçûðüêîâ ïðè d0 = 11 ïî ãàðìîíèêàì ñ íîìåðàìè n = 2 (1, 3 ) è 3 (2,
4 ) ïðè d0 = 11 (1, 2  ìîäåëü (1)-(3), 3, 4  ìîäåëü ñ ïåðåõîäîì ê (4)-(7)).
Íà ðèñ. 3 âèäíî, êàê â ôèíàëå âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèÿ ïóçûðüêîâ
ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðàñ÷åòà ðàäèóñà ïóçûðüêà ïåðåõîäà ê óðàâíåíèÿì (4)-(7)
íàáëþäàåòñÿ âñïëåñê âåëè÷èíû äåôîðìàöèè âñëåäñòâèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè
Ðýëåÿ-Òåéëîðà íà ó÷àñòêå òîðìîæåíèÿ ñæàòèÿ ïóçûðüêà. Ïðè ýòîì äëÿ öåíòðàëü-
íîãî íåïîäâèæíîãî ïóçûðüêà îí îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì äëÿ èñïûòûâàþùåãî
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå. Èñêàæåíèå öåíòðàëüíîãî ïóçûðüêà ïî ãàðìîíèêå ñ íî-
ìåðîì 3 èç-çà âëèÿíèÿ ôàçû êîëåáàíèé ôîðìû ïóçûðüêà îêàçûâàåòñÿ íà ïîðÿäîê
íèæå, ÷åì ìàêñèìóì íà ñòàäèè ñæàòèÿ ïóçûðüêà.
7. Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äåôîðìàöèè êàâèòà-
öèîííûõ ïóçûðüêîâ â ñòðèìåðå ïðè èõ ñîâìåñòíîì ñèëüíîì ðàñøèðåíèè-ñæàòèè. Â
ðàìêàõ ìîäåëè ðåàëèçîâàíî îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ æèäêîñòè è ïàðà ñ ó÷åòîì ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïðîöåññà. Ïðè ðàñøèðåíèè ïóçûðüêîâ è íà÷àëå èõ ñæà-
òèÿ ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ïóçûðüêîâ, íî ïðåíåáðåãàåòñÿ íåñóùåñòâåííûìè
çäåñü ïîâåäåíèåì ïàðà â ïóçûðüêå, âëèÿíèåì ñèëüíîé ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè, òåï-
ëîïðîâîäíîñòè â ïàðå è æèäêîñòè, èñïàðåíèÿ-êîíäåíñàöèè íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå.
Â ôèíàëå ñæàòèÿ íàîáîðîò ó÷èòûâàþòñÿ âñå ýòè ôàêòîðû, íî íåó÷èòûâàòñÿ ïðå-
íåáðåæèìî ìàëîå âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ìîëîäåæíîãî íàó÷íîãî ãðàíòà Ðåñïóáëèêè Òàòàð-
ñòàí ( 01-92 ò/Ã 2014)
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A.I. Davletshin, D.Yu. Toporkov. Deformation of cavitation bubbles arranged in a line at
their joint single expansion-compression.
A mathematical model and a technique of computing of the dynamics of cavitation bubbles
arranged in a line during their single strong joint expansion-compression in liquid in the
pressure antinode of the an intense standing acoustic wave have been proposed. This model
is in fact a combination of the model of hydrodynamic interaction of slightly non-spherical
bubbles in the liquid (with approximate accounting of its viscosity and compressibility under
the assumption of homogeneity of the pressure in the bubbles) and the full hydrodynamic
model of the dynamics of a single spherical bubble (with taking into account the nonstationary
heat conductivity of the liquid and vapor and the nonequilibrium nature of the vaporization
and condensation on the interface, with using wide-range equations of state constructed from
the experimental data).
Key words: Cavitation bubble, hydrodynamic interaction of bubbles, deformation of
bubbles, strong compression of bubbles.
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